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La propagation d’ondes (électromagnétiques, acoustiques ou élastiques) dans des milieux hétérogènes est un
problème crucial dans nombre d’applications, allant de la compatibilité électromagnétique aux propagations
d’ondes sismiques. Des méthodes très anciennes existent pour prendre en compte l’aspect hétérogène (vitesse
de propagation d’ondes c dépendant de la position : c(x, y; z)) ou de prendre en compte la propagation d’un
front d’onde (une surface où se concentre une onde à t = 0 : φ(x, y, z) = 0). On note x = (x, y, z) et on
considèrera les cas en dimension 1,2,3 d’espace.
Ces méthodes s’appellent l’optique géométrique, ont été introduites suite à l’approximation haute fréquence
de Wentzel-Kramers-Brillouin (W.K.B., 1926) et le calcul se fait en suivant des rayons qui sont des courbes
vérifiant dx

ds (s) = ∇φ(x(s)), où φ vérifie l’équation dite ’eikonale’ (∇φ(x))2 = c−2(x).
Si on écrit une solution de

∆u+ k2n2(x, y, z)u = 0, (1)

où n = c−1, les solutions sont souvent supposées de la forme a(x, y, z, k)eikφ(x,y,z).
Lorsque le front d’onde n’est pas plan (l’onde n’est pas une onde plane) ou lorsque c n’est pas constant, un
phénomène de concentration peut se produire, qui correspond à la présence de ’caustiques’ [?]. Les méthodes
analytiques et numériques de calcul de a et de φ le long des rayons deviennent alors singulières à ces points
de caustiques (dans le sens où |a0(x)| → +∞, a0 étant le terme principal de a quand k tend vers +∞, [6]).
D’autre part, l’étude de ces points est purement géométrique [2], [4] : on peut alors associer la variété
lagrangienne Λ, qui est une sous-variété isotrope de dimension 3 dans le fibré cotangent T ∗R3, qui est
contenue dans la variété caractéristique |ξ|2 = n2(x), et qui contient l’ensemble des points du front d’onde
de l’onde ’incidente’ et les points de caustique sont les points où la projection de Λ vers l’espace ambiant
R3 n’est pas propre. L’ensemble de ces points a été étudié de manière détaillée par Thom et porte le nom
de théorie des catastrophes.

Les points de caustique peuvent alors se classer en sept catégories, les deux plus simples étant le pli et
la fronce, caractérisées par un germe de phase, pour le pli t3/3 + xt, pour la fronce t4/4 + xt2/2 + yt, ce
qui permet d’obtenir les variétés Lagrangiennes canoniques du pli (dimension 1 : Λ = {(x, ξ), ξ = ∂x(t3/3 +
xt), ∂t(t

3/3 + xt) = 0} = {(−t2, t), t ∈ R}) et de la fronce : (dimension 2 : Λ = {(x, y, ξ, η), (ξ, η) =
∂x,y(t

4/4 + xt2/2 + yt), ∂t(t
4/4 + xt2/2 + yt) = 0} = {(x,−t3 − xt, t2/2, t), t ∈ R, x ∈ R}).

Pour pallier les singularités dûes aux caustiques dans le calcul de l’amplitude a, on utilise souvent des
faisceaux de rayons gaussiens (dits aussi paquets d’ondes gaussiens) introduits par exemple par Ralston [10].
Ces rayons gaussiens sont utilisés dans le cadre haute fréquence, pour k ’grand’, et pour lesquels on cherche
une solution de (1) sous la forme

ag(x)eikφg(x) = ug(x),



où =φg > 0, et où les fonctions ag et φg sont régulières dans un voisinage des points de caustique.
La question se pose alors de la précision de cette approximation. De nombreux travaux ont été faits sur
ce sujet ([6], [1], [7, 8, 9], [12] par exemple). Les travaux les plus récents (contribution d’O.L. et d’Olof
Runborg, 2023 [5]) obtiennent, pour une caustique de type pli particulière (i.e. le cas n(x) = 1 − x), une
estimation au voisinage de la caustique de la différence de norme L∞ entre la solution exacte du problème et
la solution approchée utilisant les faisceaux gaussiens (avec la même donnée initiale) de l’ordre de O(k−

5
6 ),

sachant que hors d’un voisinage de la caustique, l’approximation de l’optique géométrique conduit à une
estimation en O(k−1). Ce résultat a été obtenu en utilisant la représentation de la solution exacte grâce à
la fonction d’Airy (donnée par l’intégrale oscillante Ai(x) = 1

2π

∫
ei(t

3/3+xt)dt), ainsi que des propriétés de
celle-ci [13] pour estimer l’approximation gaussienne.

Il s’agira dans ce travail de thèse de généraliser ce résultat à toute caustique de type pli (approche
séminale dans [6]) ou fronce (calcul de la solution exacte et calcul de l’approximation par paquet d’ondes
gaussien). Dans un premier temps, le cas général pour une caustique de type pli sera considéré et résolu (en
utilisant la géométrie symplectique et l’analyse microlocale, des transformations canoniques et des lemmes
de préparation de type Malgrange). Dans un deuxième temps, le cas particulier de la caustique de type
fronce d’équation 27y2 = 4x3 sera étudié (ensemble des points où la phase générique t4/4 + xt2/2 + yt a
un point critique dégénéré, la dégénérescence étant d’ordre supérieur au point de fronce (x, y) = (0, 0)).
Pour ce type de caustique, on a une solution exacte grâce à la fonction de Pearcey (intégrale oscillante∫
ei(t

4/4+xt2/2+yt)dt), mais rien n’a été fait pour les faisceaux gaussiens associés à ce problème. Ce problème
peut être abordé aussi bien en introduisant un problème à vitesse de propagation constante et une donnée
initiale adaptée, ainsi qu’en étudiant l’interaction d’une onde plane avec un milieu hétérogène.
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